LGQOH 12 : Anneau (Z,4+, x) - Sous-groupes et idéaux - Egalité de Bézout - az + by = ¢

Prérequis : (N, +, x, <) - Déf. d’un groupe, d’un anneau,
d’un idéal et caractérisation d’un sous-groupe - Toute par-
tie # (0 de N admet un plus petit élément - Relation d’équi-
valence.

1 L’anneau (Z,+, X)

Théoréme 1.1. A un isomorphisme laissant fikes les élé-
ments de N pres, il existe un unique anneau commutatif
Z contenant N dont les lois d’addition et de multiplication
prolongent celles de N et qui est engendré par N.

On a 0z =0y, 1z = 1y, NU (-N) = Z, Nn (-N) = {0}.
Z* = {-1,1} et Z est intégre.

Théoréme 1.2. I existe une unique relation d’ordre sur
Z prolongeant celle de N et compatible avec ’addition.
Elle est totale et Nx € Z|xz > 0. En particulier, a > 0 et
b>0=ab>0

Théoréme 1.3. Vz € Z, {z,—z} NN est réduit 4 un seul
élément. Cet élément s’appelle valeur absolue de x et se
2] =0<=2=0

|z +y| < ||+ ly|

|lzy| = |2lly|

Théoréme 1.4 (Division euclidienne).

Soit (a,b) € Z x Z*. Alors

Al(q,7) €EZxN tel quea=bg+r et 0 <7 < |b]

2 Sous-groupes et idéaux

2.1 Sous-groupes de (Z,+)
Théoréme 2.1. (H,+) sous groupe de (Z,+) <= Ja €
Z tel que H = aZ.

Démonstration. aZ clairement sg de Z.

Soit H un sg de Z. Si H = {0}, H = 0Z.

Soit H # {0}. Posons H;y = H NN*. Hy est un partie
non vide de N donc H; admet un plus petit élément a.
Soit x € H. x = ag+r avec 0 < r < |a]

r=z—aq€ Horr <adoncr=0,2x=aq, H=aZ. O
2.2 Idéaux de (Z,+, x)

Théoréme 2.2. [ idéal de A <= Ja € 7 tel que I = aZ.
3 Egalité de Bezout

3.1 PGCD

Proposition 3.1. Soita € Z et b € Z. Alors

note |z|. On a

aZ +bZ ={z € Z|3(u,v) EZ X Z tq x = au + bv} est un
sous-groupe de 7.

Définition 3.2. Soit a € Z et b € Z. On appelle pged de
a et b 'unique entier d > 0 tel que aZ + bZ = dZ. d est
noté a A b.

Définition 3.3. Soit a € Z et b € Z. On dit que a divise
b si 3k € Z tel que b = ak. On note alb.

Conséquence. a|b<= bZ C aZ
Proposition 3.4. Soit (a,b) € Z x Z.

ahNb=d<—= dla, djb, d > 0

n vd' tq d'|a et d'|b alors d'|d
Démonstration. On sait que aZ + bZ = dZ.
aZ C dZ = d|a et bZ C dZ = d|b.
Sid'|a, aZ C d'Z et si d'|b, bZ C d'Z
= aZ+bVL CdZ = dZ CdZ = d|d
On sait que d|a, d|b et que si d'|a et d'|b, d'|d.
Mq aZ + bZ C dZ.
Si z € aZ + VZ, x = au + bv. Comme d|a et d|b,
z=ddu+bdv=d(---) € dL.
Mq dZ C aZ + bZ.
aZ + bZ sg de Z donc = ¢Z. Or
¢ld = dZ C ¢Z = aZ + bZ
Propriétés 3.5. aANl=1
aN0=a
aNb=bAa
alb <= aAb=q
Définition 3.6. Soit (a,b) € Z A Z. On dit que a et b
sont premiers entre eux (ou étrangers) sia Ab = 1.
3.2 Egalité de Bézout
Lemme 3.7. Soit (a,b) € Z X Z
axb=d= I(u,v) € ZxZ tel que au + bv = 1.
Théoréme 3.8 (de Bézout). a Ab=1 <= I(u,v) tels
que au + bv = 1.

Démonstration. Soit ¢ € Z tel que c|a et ¢|b. Donc
clau et clbv, donc clau + bv = ¢|]l = ¢ = £1. Donc
aNb=1. O

Théoréme 3.9 (de Gauss). Soit a,b,c € Z tels que
albc et a Ab = 1. Alors alc.

aZ C ¢Z = cla
bZ C cZ = c|b

4 Eq. diophantienne az + by = ¢

4.1 Existence de solutions

Théoréme 4.1. az + by = ¢ admet une solution si et
seulement si (a A b)|c

Dans la suite, on note d = a A b et ¢ = vd.

Démonstration. d = aANb = Ju et v tel que
au + bv = d donc yu et yv sont solutions.

Supposons qu’il existe une solution, cad Jz et y tels
que az + by = c. ¢ € aZ + bZ donc ¢ € dZ = d|c. O

4.2 Recherche de solutions

4.2.1 Solution particuliére

Algorithme d’Euclide : On effectue la division eucli-
dienne de a par b: a =bgy +71 0 <7y < |b]

Les diviseurs communs & a et & b sont ceux communs 3 b
etar;doncaAb=bAr].

Sirm=0,aAb="bet z =0 et y = sont solutions.

Si 71 # 0, on effectue la division eucliedienne de b par rq :
b= gory + 72 0 < 7y < r1. En réitérant, on obtient une
suite finie strictement décroissante d’élément de N telle
quer, =0.0OnadoncaAb=bAr,=--+=r,_1Arp =
rn—1- Cet algorithme permet de trouver le pged. Ensuite,
dans chaque division euclidienne, on isole r; en fonction
de r;_1 et r;_s, ce qui permet d’écrire d en fonction de a
et b.

4.2.2 Solution générale

Théoréme 4.2. Soit l’équation ax + by = ¢ (1). Si
(ug,vo) est une solution particuliére de ax +by = d, alors
les solutions de (1) sont :

{i-

Démonstration. On sait que yuo et yvp sont solutions,
donc ayug + byve = axg + byoc. Si (z,y) est une solution
de (1), ax + by = c et azg + byo = ¢

((io)nc a(z —m9) = —b(y —yo) = §(z —x0) = —ﬁ(y —Y0)
2

Or 2Ab =1et 2| -2y

c b
quo — gk

d 3" kel
avo — gk

vo) = Sy — yo = Tk tel

qQue ki =y—-yo=y=gk+wo
En remplacant dans (2) : x = —%k + zg. D’ou le résul-
tat. |



